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Pojecie stabilnosci

» Stabilnos¢: zdolnos¢ ukiadu do przywracania rownowagi
w razie jej zaktdcenia. Stabilno$¢ charakteryzuje
wtasciwoSci dynamiczne ukfadu, ktére sg warunkiem jego
prawidfowej pracy.

— jezeli y(t) jest miarg wytrgcenia z poziomu réwnowagi
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Pojecie stabilnosci

» Destabilizacja: wytrgcenie ze stanu rownowagi

— Sprzezenie w wzmacniaczach i uktadach
nagfasniajgcych audio. Chodzi tu o charakterystyczny
pisk w gtosnikach wywotany zblizeniem mikrofonu do
gftosnika. Mata odleglos¢ miedzy mikrofonem a
gtosnikiem powoduje niestabilno$¢ systemu.

— utrata stabilno$ci mostu w wyniku podmuchéw wiatru.
Silne podmuchy wiatru mogg spowodowac oscylacje
mostu w wyniku, ktérych jego konstrukcja moze zostac
naruszona.

Pojecie stabilnosci

» Destabilizacja: wytrgcenie ze stanu rownowagi




Pojecie stabilnosci

Stabilnos¢ ukfadu jest odnoszona do sygnatu wejsciowego:
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Pojecie stabilnosci

* Rodzaje stabilnosci:
— asymptotyczna — gdy ukfad po wytrgceniu ze stanu
réwnowagi powraca do stanu réwnowagi poprzedniej
— zwykta — gdy uktad po wytrgceniu ze stanu rownowagi
przyjmuje nowy stan rownowagi rézny od stanu
réwnowagi poprzedniej

Warunki stabilnosci

» Transmitancja ukfadu

L(s)

G(s)=
©=%®

Przyréwnujgc mianownik do zera otrzymujemy tzw. réwnanie
charakterystyczne

" . =1 s R g
as"+a 3" +. . +a,s +as+a, =0

ktorego rozwigzaniem jest n pierwiastkow s, ,

Warunki stabilnos$ci

» Warunki stabilnos$ci ukfadu

— Stabilnos¢  asymptotyczna: wszystkie pierwiastki
réwnania charakterystycznego (biequny transmitanciji)
musza znajdowa¢ sie w lewej potptaszczyznie
zmiennej zespolonej, czyli wszystkie pierwiastki
rzeczywiste oraz wszystkie czeSci rzeczywiste
pierwiastkéw zespolonych powinny by¢ ujemne

— Stabilnos¢ zwykta: pierwiastki rownania charakterysty-
cznego sg rozmieszczone na ptaszczyznie zespolonej
tak, ze zaden z nich nie znajduje sie w prawej
poiptaszczyznie, natomiast na osi urojonej wystepujg
pierwiastki pojedyncze (co najwyzej jeden réwny zero).

w praktyce wymaga sie aby ukfad byt
stabilny asymptotycznie 8




Warunki stabilnosci
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Kryteria oceny stabilnosci

Kryteria algebraiczne umoZliwiajg sprawdzenie czy ukfad
Jest asymptotycznie stabilny na podstawie zalezno$ci miedzy
wspofczynnikami rwnania charakterystycznego

2 : -1 2
M(s)=a,ss" +a, s" +..+a,s +as+a,

gdzie wszystkie wspofczynniki a; dla i = 0...n sg rzeczywiste.

Ocena stabilnosci — kryterium Hurwitza

Wprowadzenie: dla rbwnania rézniczkowego 2-go stopnia
s+ a;s+a, =0
Jezeli to rownanie ma pierwiastki (bieguny) stabilne -a i -b, to
(s+a)(s+b)=0
s’+(a+b)s+ab=0

Z poréwnania rownan i faktu a>0, b>0 wynika, ze
a=a+b>0, ay=ab>0

Ocena stabilnosci — kryterium Hurwitza

Twierdzenie pomocnicze:
Jezeli a,>0 oraz a, > 0, to ukfad regulacji, ktérego
wielomianem charakterystycznym jest

s*+as+a, =0
jest asymptotycznie stabilny.

a dalej mozna zapisac:
Jezeli wspotczynniki a,, a, a, majg ten sam znak, to uktad
regulacji, ktérego wielomianem charakterystycznym jest

ays“tais+ay=0

jest asymptotycznie stabilny.




Ocena stabilnosci — kryterium Hurwitza

* Przykfad
wielomian charakterystyezny stabilnosc
s°+s5+1=0 Takie same znaki - asymptotycznie stabilny
5 1y s—1=0 Rozne znak - niestabilny
—3-: +5=1=0 Rozne znak: - mestabilny
,S.l —5—-1=0 Takie same znaki - asymptotycznie stabilny

Ocena stabilnosci — kryterium Hurwitza

czy mozna twierdzic:

Jezeli wszystkie wspdtczynniki wielomianem charakterysty-

cznego . s
a,s’ +..+a,s"+as+a, =0

sg jednakowego znaku, to uktad jest asymptotycznie stabilny.
Twierdzenie prawdziwe:

(s+1|(Svl)(s+l)(,s*1)(s+l}=s': +55° +10s° +10s° +5s+1=0
Twierdzenie fatszywe:

(s+1)(s+D)(s+1)(s+i)(s—i)=5"+3s*+4s° +35+1=0

Whniosek
Warunek na ten sam znak jest warunkiem koniecznym, ale

nie dostatecznym.
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Ocena stabilnosci — kryterium Hurwitza

Dla wielomianu 3-go stopnia na granicy stabilnosci (s=jw):
(7353 ~a:s: +as+a, =
as ( j(a)': +a, ( j(:)): +a(jo)+a, =
—a_:j(v)‘; - n:(r): +a,jo+a, =
(-a,0* +ay)+ jo(—a;0” +a,)=0

przy zerowaniu czesci rzeczywistej i urojonej:

[-a,® +a,=0 . ;
1 2 - = o = i A=
|‘1(')(7a_;(-) +a,)=0 a, a,

Ocena stabilnosci — kryterium Hurwitza

Zapisujgc warunki dodatnich wartosci wspofczynnikow w
postaci wyznacznikéw dla wielomiandéw stopnia 1, 2 3:

a 0
A =|a|>0 A,= >0
a, a
a, [a,| 0
Ay=lay; a| 0/>0
0 a, q




Ocena stabilnosci — kryterium Hurwitza

Lub w postaci ogolnej (tzw. macierz Hurwitza)

Ap-1 Qg 0 0 -ee 0

ap-3 Qp-2 Qap-1 ay, . 0
p-5 Qp—4 Qp-3 QAp—2 **° 0
0 ag a; as

0 0 0o - 0 u{.J

Ocena stabilnosci — kryterium Hurwitza

Twierdzenie Hurwitza:
Uktad regulacji opisany rownaniem charakterystycznym

-1 2
M(s)=a,s" +a, s" +..+a,s +as+a,

Jest asymptotycznie stabilny (ma wszystkie pierwiastki w lewej
potptaszczyznie ptaszczyzny zespolonej s) wtedy i tylko
wtedy, gdy wyznaczniki 4,, ..., A, utworzone z macierzy
Hurwitza sgq dodatnie.

Ocena stabilnosci — kryterium Hurwitza

Algorytm postepowania:

1.

Wyznaczamy transmitancje uktadu. Po przyréwnaniu
mianownika  transmitancji do  zera  otfrzymujemy
réwnanie charakterystyczne stopnia n.

Sprawdzamy czy wspétczynniki a; dla i=0..n sg tego
samego znaku.

Wyznaczamy kolejne wyznaczniki A; i sprawdzamy czy sg
wieksze od zera

Jezeli obydwa warunki sg spetnione uktad jest stabilny.

Ocena stabilnosci — kryterium Hurwitza

Kryterium Hurwitza ma znaczenie historyczne. Obecnie w
zagadnieniach inzynierskich mozna zastosowac pakiety
obliczeniowe np. Matlab, Scilab (darmowy), Octave,
SysQuake.

Bieguny réwnania 4s®+3s*+2s+1=0 mozna rozwigza¢ w
MATLAB-ie: o

proots((4321]) | .

ans =
-0.6058
-0.0721 +0.6383i | ., .
-0.0721-0.63831 NI
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Ocena stabilnosci — kryterium Nyquista

Kryterium Nyquista jest wykorzystywane do badania
uktadéw ze sprzezeniem zwrotnym ( uktadéw zamknietych).

u) o+ y®
4544 Gr(s) H Go(s) }7%
A

oo T GolYGee)  _ GolyGa(s)
©= %) = T+ Go)Crs)CmE 1+ Gorls)

gdzie Gy(s)-transmitancja obiektu
Gg(s)- transmitancja regulatora
Gp(s)-transmitancja urzagdzenia pomiarowego
Gor(s)= Go(s)*Gg(s)*Gp(s) — transmitancja uktadu otwartego
21

Ocena stabilnosci — kryterium Nyquista

- 0 GorGal)  _ GolsyCa()
Uktad zamknigly: &= 35 = rateote® = 1+ 6l

uct) +
> Gg(s) H Go(s)
Y1)

Uktad otwarty:

M o F{ aw - po

Gor(s)= Go(s) Gr(s) Gup(s)
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Ocena stabilnosci — kryterium Nyquista

Kryterium Nyquista pozwala na badanie stabilnosci uktadu
zamknietego na podstawie przebiegu wykresu funkcji Go(jw)
uktfadu otwartego na ptaszczyznie zmiennej zespolonej.

W praktycznych zastosowaniach kryterium Nyquista jest
szczegolnie przydatne w przypadku, gdy uktad otwarty jest
stabilny.

Mozna wtedy korzystac z przebiegu charakterystyki Gy(jw)
ukfadu otwartego zdjetej doswiadczalnie, co pozwala na
badanie stabilnosci takze uktadu, ktérego opis matematyczny
nie jest znany.
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Ocena stabilnosci — kryterium Nyquista

Kryterium Nyquista:

1. Jezeli uktad otwarty jest stabilny asymptotycznie, to uktad
zamkniety jest stabilny asymptotycznie woéwczas, gdy
wykres charakterystyki amplitudowo-fazowej Gy(jw) przy
zmianach pulsacji w od zera do o nie obejmuje punktu

(-1,jO).

2. Jezeli ukfad otwarty jest niestabilny i jego transmitancja
ma I, biegunéw w prawej potptaszczyznie to ukfad
zamkniety jest  stabilny  woéwczas, gdy  wykres
charakterystyki amplitudowo-fazowej Go(jw) przy
zZmianach pulsacji w od zera do oo nie obejmuje punktu (-
1,j0)
reguta lewej strony = uktad zamkniety jest stabilny, jezeli
przy wzro$cie w od 0 do « , punkt (-,jO) znajduje sie w

obszarze po lewej stronie wykresu
24




Ocena stabilnosci — kryterium Nyquista
Algorytm postepowania:
1. Wyznaczamy transmitancje Gy(s) uktadu otwartego.

2. Podstawiamy jw za s i otrzymujemy Gy(jw) w postaci
Go(jw) = Re + jIm.

3. Wyznaczamy wartos¢ w dla ktorej Im Gy(jw)=0, nastepnie
sprawdzamy czy spetniony jest warunek ReGg(jw) > -1,
jezeli warunek ten jest spetniony oznacza to ze uktad jest
stabilny.
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Ocena stabilnosci — kryterium Nyquista

Zapas
modulu
AM -~ )
Najwazniejszy
punkt krzywej *

% |-
(-1,0 ~Jo : N
. K ; Fi®)
Zapas . £
fazy Ag o

Zapas wzmocnienia (modutu) jest wielko$cig wzmocnienia w
decybelach (dB), ktéra moze by¢ dodana do petli nie
powodujgc niestabilnosci.

Zapas fazy jest wartoScig czystego opoznienia fazowego ktére
dodane do petli doprowadza go do niestabilnosci.
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Ocena stabilnosci — kryterium Nyquista

*Kiedy wykres Nyquista nie przecina osi liczb
rzeczywistych przy zadnej skorczonej czestotliwosci to
wowczas zapas wzmochienia jest nieskornczony co
oznacza, ze teoretycznie warto$¢ wzmocnienia petli moze
by¢ zwigkszana do nieskoriczonosci.

* Kiedy wykres Nyquista przechodzi przez punkt (-1, jO),
zapas wzmocnienia wynosi 0 dB, co oznacza, zZe
wzmocnienie petli nie moze by¢ zwigkszane gdyz ukfad
znajduje sie na granicy stabilnosci.

* Kiedy przeciecie fazy znajduje sie z lewej strony punktu
(-1, jO), zapas wzmocnienia jest ujemny i wzmocnienie
petli musi by¢ zmniejszone aby uzyskac stabilno$¢ uktadu.
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Ocena stabilnosci — kryterium Nyquista

jOW)

P)

Yw=0 ®=0

‘ Uldady niestabilne ‘

‘ Stabilnosé¢ krytyczna ‘
‘ Uktady stabilne ‘
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