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Troche matematyki...

= Zwykle obiekty charakteryzujg sie pewnq dynamikg - oznacza to, ze
wyjscie obiektu jest funkcjg sygnatu wejsciowego zalezng od czasu.

= Matematycznie mozna to opisa¢ rownaniem
y(t) = f [x(t)], O<t<T

Przyktad: poruszajgca sie masa

m - masa F y
y - przemieszczenie :> m
X 2> F -sita

Model (przy pominieciu oporéw):
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Troche matematyki...

dziury w drodze
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Troche matematyki...

» W najbardziej ogdlnym przypadku sygnat wyjsciowy y(t) moze bycé

réwnaniem rézniczkowym wyzszego rzedu sygnatu wejsSciowego u(t)

d"y(t d" 7yt dy(t
an dJ?:S )+an—1 df;?}g )+°"+al .}( )+a0}’(f)=
m m—1
_5 d u(r)+b d" " u(t) oth du(r)+bﬂu(r),

m dfm m—1 dfm_l

gdzie a;dlai=0..n,
b, dla i=0..m
sg statymi wspétczynnikami réwnania
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Troche matematyki...

Jak sobie utatwic zycie...

Pierre-Simon markiz de Laplace
23 III 1749 - 5 IIT 1827

= Laplace wymyslit narzedzie matematyczne zwane transformata
Laplace’a x(t) 2 X(s)

» Jego zaletg jest mozliwos¢ rozwigzania rdownania rdzniczkowego po
przeksztatceniu go w réwnanie algebraiczne

= Nalezy przejs¢ na ptaszczyzne Gaussa F(s), przeksztatci¢ rédwnanie i

otrzymaé rozwigzanie w dziedzinie czasu postugujac sie odwrotng
transformatg Laplace’a
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Przeksztalcenie Laplace’a

Przeksztatcenie przeprowadzajgce pewng funkcje f(t) (tzw. oryginat), w
funkcje zmiennej zespolonej f(s) (tzw. obraz), przy czym

L[ f(1)] = f(S) = T f () dt

gdzie: s[XC; C - zbidr liczb zespolonych,
s — liczba zespolona,
t - czas.

Tw. o liniowosci transformaty Lapleace’a

L[ALf () +BLf(p)] = ALLf (t) + BLLf (p)

L Zl zi-fm} =D ALf (D]

i=1
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Przeksztalcenie Laplace’a

Tablice transformat: [1p. | Orvginal | Transformata
1 I(t) 1
5
2 S(t) 1
3 o cr
.51
4 i !
]
5 P 1
sF o
] 1 1
—(l—e™™) S
o s(s+ )
7 cosort 5
s* o’
8 stno o
5%+ o’
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Przeksztalcenie Laplace’a

Transormata:
T

e —

Wyprowadzenie:

E(s)= jf(r)e""n’r
0

O — O —

1
STa

em’e—:!(_h

e—(:—n).‘d‘,

1

5—iX

e—(:—a}r :|x
s—a*- 0
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Przeksztalcenie Laplace’a

Przeksztaicenie Laplace’a stosuje sie do rozwiazywania liniowych
rownan rézniczkowych dowolnego rzedu, ktore sprowadza sie do
réwnania algebraicznego.

L[f'(t)] =sf(s) —f(0)
L[f"(t)] = s (S) —sf(0) - '(0)
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Przeksztalcenie Laplace’a

Przyktfad: ﬂ -3y=1
dt

dy )=
L(dt 3yj L()

d
L(d—ﬂ -3L(y) =L@

L(y) —3L(y) =L(D)

L) = sy(s) -y(0) LW =39 L@=2 cayli Ly =2

dlay(©)=0  L(y)=sy(s) S

sy(s) - 3y(9) :é

1 _ 1
s(s—3) s2 -3g

y(9) s -3) :g = ye)=
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Przeksztalcenie Laplace’a

1
dla y@©) =——
ss-3)
. 1 .
ztablic Fg)=——— - tutaja = -3
qs-'- a) Ip. | Oryginal Transformata
. . 1, j :
oryginaz tablic y(t) == (@1-e™) 2y ow
a E o %
1 1 4 i }j
ostateczmei WU:—EQ—§W=§@9—D . 2
¢ é(l_gw) s(s-li—ol)
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Transmitancja ukfadu

Zwykle relacja pomiedzy sygnatem wyjsciowym y(t) i wejsciowym u(t)
systemu jest opisywana za pomoca rownan rézniczkowych:

n_ n-1 ,
a d ‘}4(1)+a”71 d _}_Sf)
dt" dt"

= b-’-'? df m m-1 df m—1

lub z wykorzystaniem operatora Laplace’a:

s+ Iﬁ.ri_lli_:u—l

m m—1
w b w+...+bl

dy (1)

a, +a,v(t)=
dt

du(r)

+ byu(t),

+o.tasta, = b,s"+ b, s" " +..+bs+b,
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Transmitancja ukfadu

Funkcje przetwarzajaca sygnat wejsciowy na wyjsciowy (transmitancja
obiektu) mozna okresli¢ jako:

G(s)= b,s" +b, " .. 4D+ by
s ta s+ tastag

Def. Transmitancja operatorowa G(s) (funkcja przejscia, przepustowosc)
to stosunek transformaty sygnatu wyjsciowego do transformaty sygnatu

wejSciowego przy zerowych warunkach poczatkowych réwnania
rézniczkowego

Jezeli jest znana transmitancja operatorowa obiektu G(s) oraz sygnat
sterujgcy U(s), to mozna wyznaczy¢ sygnat wyjsciowy z obiektu

Y(s)=G(s)U(s)
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Transmitancja ukfadu

%+y=u L[f'(t)] = sf(s) - (0)
Tsy() + y(@©) = u@®) L[f"(t)] = *f (8) - sf(0) - f'(0)
yEUTs+1) = u(s)
_ye _ 1
9©) = uic) Ts+1
d—22/+2ﬂ+2y:%+ 2u
dt dt dt

Sy(s) + BY(s) + 2y(s) = sus) + 2u(s)
YOS + 3+2) = u(s)[s+2)

_Yy@E) _ st2
96 = ug) S+ X+2
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Transmitancja ukfadu

) ='\;—(Z)

Przyréwnujac mianownik do zera otrzymujemy tzw. réwnanie
charakterystyczne

as"+a, s +..+as’+as+a, =0
ktérego rozwigzaniem jest n pierwiastkow zespolonych s, ,
gdzie s;= 0 + jw

Rozwigzania réwnania charakterystycznego s; = 0 + jw przedstawia sie w

ptaszczyznie wspdtrzednych zespolonych
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Narzedzia dla inzyniera...

= Dla ztozonych uktaddw regulacji obliczenia moggq by¢ skomplikowane
nawet przy uzyciu transformaty Laplace’a.

= Nawet jezeli uzyskano rozwigzanie analityczne mogg wystapi¢ problemy
W jego interpretacji.

e Réwnanie rézniczkowe

) (n-13 (m) (m-1)

vida, v+ ta vray=0u" +b, _u +o+Dut by

® Rozwigzanie réwnania:

i

i)
i T ' v o 7
vir)=e ZC;__I(I)J.—jg{:‘ Tyu(r)dr
=l 0
- Biegun rzeczywisty s = a jest zwigzany poprzez odwrotng transformate
Laplace‘a z funkcja czasu e,
- Biegun zespolony s=a+i z funkcjami e“tsin(wt) oraz e“cos(wt) >
oscylacje 11,
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Narzedzia dla inzyniera...

Model fizyczny silnika pr gdu statego i rownania uktadu

Model uktadu elektrycznego Model uktadu mechanicznego

T’({B

b
L(;;+Ri=V—Kde 590 A0 i

dt d?  dt
J- moment bezwtadnosci wirnika; b- wspotczynnik ttumienia uktadu mechanicznego;
K- stata silnika; R- opér elektryczny; L- indukcyjnosc; V- napiecie zrodta (wejscie)
6- kat obrotu watka silnika (wyjscie); zatlozono, ze stojan i wirnik sg ciatami sztywnymi

6(s) _ K
transmitancja uktadu: V(S) - (JS+ b)(LS+ R) + KZ
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Narzedzia dla inzyniera...

Model numeryczny uktadu (SIMULINK) i odpowiedZz (zmiana predkosci
obrotowej watu silnika) na wymuszenie skokowe.

& untitled BE AN 5 cope [[ol=]

Tie Edl Gulation Fomat
\ﬂd—

Resistanas
)

+ 1L -
K — 5
e Sum1 Inductance  Integratord
e

dzidizitheta) didithets)
s

_,Ep > T_i’
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damping

Saope
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Narzedzia dla inzyniera...

loid wyficiowa

Wprowadzenie do Mechatroniki

19

10



